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РАСЧЕТ УСИЛИЙ В ИНДУКЦИОННОЙ ИНДУКТОРНОЙ  
СИСТЕМЕ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ С НЕФЕРРОМАГНИТНЫМИ 
МАССИВНЫМ ЭКРАНОМ И ЗАГОТОВКОЙ 
 
Стаття присвячена розрахункам основних характеристик індукційної індукторної системи прямокутної геометрії з 
неферомагнітним масивним провідним екраном і тонкостінною листовою заготовкою в низькочастотному режимі 
діючих полів. Одержані аналітичні залежності для розрахунку індукованих струмів та збуджуваних електродинаміч-
них зусиль, які збуджуються, як притяжіння, так і відштовхування. Якісний аналіз показує, що інтегральна в часі дія 
сил притяжіння має кумулятивний характер. 
 
Статья посвящена расчётам основных характеристик индукционной индукторной системы прямоугольной геомет-
рии с неферромагнитными массивным проводящим экраном и тонкостенной листовой заготовкой в низкочастотном 
режиме действующих полей. Получены аналитические зависимости для расчёта индуцированных токов и возбуж-
даемых электродинамических усилий, как притяжения, так и отталкивания. Качественный анализ показывает, что 
интегральное во времени действие сил притяжения имеет кумулятивный характер. 
 
ВВЕДЕНИЕ 
Постановка проблемы. Индукционные индук-
торные системы для притяжения листовых металлов 
впервые были предложены в работе [1]. Там же был 
описан принцип их действия, в основе которых лежит 
эффект притяжения проводников с одинаково направ-
ленными токами. Поскольку взаимное притяжение 
испытывали проводники (дополнительный экран и 
собственно листовая заготовка) с индуцированными 
токами, в последующих работах такие индукторные 
системы получили определение "индукционные" [2, 3]  
Анализ основных достижений и публикаций. 
Первые конструкции индукционных инструментов 
притяжения содержали тонкостенный экран и листо-
вую заготовку [1 – 3]. Но, как следует из априорных 
физических соображений, повышение эффективности 
систем такого рода возможно при использовании 
массивного проводящего вспомогательного экрана, в 
специальной полости на граничной поверхности ко-
торого со стороны листовой заготовки располагается 
индуктор в виде двойного витка с рабочей зоной ме-
жду их параллельными смежными сторонами (рис. 1).  
Назначение, именно, массивного экрана состоит 
в концентрации возбуждаемого магнитного поля в 
пространстве между индуктором и металлом листо-
вой заготовки, а двойной виток индуктора обеспечи-
вает двукратное увеличение тока в рабочей зоне. Если 
учесть, что энергия магнитного поля пропорциональ-
на квадрату тока, то его увеличение в два раза означа-
ет увеличение энергии на деформирование листовой 
заготовки, соответственно, в четыре раза. 
Цель настоящей работы – получение решений 
для расчёта электродинамических усилий, возбуж-
даемых в индукционной индукторной системе с пря-
моугольным двойным витком, неферромагнитными 
массивным проводящим экраном и тонкостенной 
листовой заготовкой в низкочастотном режиме дейст-
вующих магнитных полей.  
В расчётах примем модель (рис. 1), соответст-
вующую центральному поперечному сечению индук-
торной системы, ортогональному её продольным 
токопроводам.  
 
а) 
б) 
Рис. 1. Расчётная модель индукционной индукторной  
системы с массивным вспомогательным экраном: 
а) поперечное сечение индукторной системы;  
б) собственно индуктор 
 
Ориентация осей в принятой системе координат 
такова, что направление потока энергии к объекту 
обработки (вектор Пойтинга, ][ yxz HEП
→→→
×= ) совпа-
дает с положительным направлением оси 0Z.  
Для решения задачи примем следующие допу-
щения. 
• Массивный вспомогательный экран и заго-
товка выполнены из одинаковых металлов с удельной 
электропроводностью γ.  
• В измерениях Х и Y система достаточно вели-
ка (x y → ∞), экран также простирается до z →-∞, но 
параметры ddh i ,,  много меньше всех поперечных 
размеров индуктора.  
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• Протяжённость вдоль оси абсцисс достаточно 
велика, так что 0=
∂
∂
x
. 
• По токопроводам индуктора течёт ток I(t), его 
направления в ветвях слева и справа относительно 
плоскости Z0X (соответственно рис. 1) – одинаковы. 
• В системе возбуждается электромагнитное 
поле с ненулевыми компонентами напряжённости: 
0≠xE , 0, ≠zyH . 
В рамках принятых допущений уравнения Мак-
свелла для ненулевых составляющих напряжённостей 
электромагнитного поля, преобразованных по Лапласу 
(L – преобразование) с учётом нулевых начальных усло-
вий принимают вид [4]: 
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где p – параметр преобразования Лапласа; 
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{ }),,(),,( zytjLzypj xx = ; 0μ  – магнитная проницае-
мость вакуума. 
Плотность тока в правой части уравнения (1) за-
писывается в виде [4]: 
( ) ( ) ( )zypjzypEzypj ixxx ,,,,,, +⋅γ≈ ,            (4) 
где 
( )zypj ix ,,  – плотность стороннего тока в индук-
торе, ( ) ( ) ( ) ( )zyfpjzypj ix δ⋅⋅=,, , ( )pj  – амплитуд-
но-временная зависимость стороннего тока; f(y) – 
функция поперечного распределения плотности тока; 
δ(z) – импульсная функция Дирака. 
Геометрическая и электродинамическая симмет-
рия исследуемой системы соответственно рис. 1 по-
зволяет выделить области с однородными электрофи-
зическими характеристиками и считать, что таковыми 
являются:  
а) область металла экрана, z∈(-∞, 0); 
б) пространство между экраном и заготовкой) 
z∈(0, h); 
в) область металла заготовки, z∈[h, (h+d)]; 
г) свободное полупространство с внешней сто-
роны металлического листа, ) z∈[(h+d), ∞]. 
Из дифференциальных уравнений (1 – 3) с учё-
том выражения (4) в рамках принятых допущений 
получим уравнения для азимутальной компоненты 
напряжённости электрического поля ( )zypE x ,,  в 
выделенных областях: 
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б) z∈(0, h), 
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в) z∈[h, (h+d)],   
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Для решения уравнений (5 – 8) применим инте-
гральное косинус-преобразование Фурье. Его допус-
тимость обусловлена геометрической и электрической 
симметрией рассматриваемой задачи относительно 
оси аппликат. 
Таким образом, имеем, что 
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где ( ) ( ) ( ) ( )zfpjzpjx δλ=λ,, ; 
( ) ( ) ( )dyyyff ∫
∞
λ⋅⋅
π
=λ
0
cos
2
.    
С учётом (9) и (10) уравнения (5 – 8) преобразу-
ются к виду: 
а) z∈(-∞, 0), 
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где ( ) ( ) ( )λ⋅⋅⋅μ=λ fpjppK 0, ; ( )zη  – ступенчатая 
функция Хевисайда.  
б) z∈(0, h)   
( ) ( ) .0,,,, 22
2
=λ⋅λ−
λ
zpE
zd
zpEd
x
x
                 (12)  
в) z∈[h, (h+d)], 
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где ( ) γ⋅μ⋅+λ=λ 02, ppq  – волновое число в метал-
ле с удельной электропроводностью γ, 
г) z∈[(h+d), ∞], 
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Общие интегралы уравнений (11 – 14) в выделен-
ных областях дают выражения для напряжённостей 
электрического поля. Уравнение Максвелла (2) позволя-
ет получить соответствующие формулы для тангенци-
альной компоненты напряжённости магнитного поля в 
выделенных областях принятой расчётной модели: 
а) в металле массивного экрана, где z∈(-∞, 0), 
уравнениям (11), (2) и условию ограниченности при  
z →-∞ удовлетворяют функции: 
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где C(pλ) – произвольная постоянная интегрирования, 
б) в пространстве между экраном и листовой за-
готовкой, z∈(0, h): 
( ) ( ) ( ) zzx epDepDzpE ⋅λ−⋅λ ⋅λ+⋅λ=λ ,,,, 21)2( ,     (17) 
( ) ( ) ( )[ ]zzy epDepDpzpH ⋅λ−⋅λ ⋅λ−⋅λ⋅μλ=λ ,,,, 210)2( ,(18) 
где ( )λ,2,1 pD  – произвольные постоянные интегри-
рования, 
в) в области металла листовой заготовки,       
z∈[h, (h+d)]: 
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где ( )λ,2,1 pA  – произвольные постоянные интегриро-
вания. 
г) в свободном полупространстве с внешней сто-
роны листовой заготовки, z∈[(h+d), ∞], и условию 
ограниченности при z → ∞ удовлетворяет функция: 
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где B(pλ) – произвольная постоянная интегрирования.  
Неизвестные постоянные интегрирования нахо-
дятся из условия непрерывности касательных компо-
нент напряжённости электромагнитного поля на гра-
ницах выделенных областей:  
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Для низкочастотного режима можно считать, что 
00 →γμp , ( ) λ≈λ,pq . [2, 3].  
В этом случае из систем линейных алгебраиче-
ских уравнений следует, что 
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Значение C(pλ) подставим в (15). Полученный 
результат умножим на удельную электропроводность 
γ. Выполняя обратные преобразования Фурье и Лап-
ласа, получаем, что в экране возбуждается вихревой 
ток с плотностью: 
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где jm – линейная плотность тока в токопроводах ин-
дуктора, 
L
Ij mm = ; ( )ϕj ; – зависимость тока индукто-
ра от фазы – φ=ω·t, ω – круговая частота; 
2
0 d⋅γ⋅μ=τ  – характерное время диффузии поля в 
проводящий слой с удельной электропроводностью γ 
и толщиной d. 
Интегрируя выражение (26) по переменной     
z∈(-∞, 0), находим линейную плотность тока, инду-
цированного в металле массивного экрана. 
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где x – новая безразмерная переменная интегрирова-
ния, x=λ·d, F(x) – Фурье-образ поперечного распреде-
ления тока индуктора в терминах переменной х. 
Из (19) получаем, что заготовке возбуждается вих-
ревой ток с плотностью:  
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где ][ d,0∈ζ переменная, связанная с толщиной соб-
ственно листовой заготовки. 
Интегрируя выражение (28) по ][ d,0∈ζ , нахо-
дим линейную плотность тока, индуцированного в 
заготовке:  
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Пусть токи в индукторе распределены равномер-
но. Тогда:  
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Фурье-образ функции (30):  
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Далее положим, что 0→id . Тогда 
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.          (33) 
В соответствии с законом Ампера о силовом 
взаимодействии проводников с токами записываем 
формулу для распределённой силы притяжения, дей-
ствующей на листовую заготовку при жёстко фикси-
рованном экране:  
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. 
Аналитические выражения для токов и возбуж-
даемых усилий представляют собой решение постав-
ленной задачи и позволяют производить необходимые 
численные оценки. 
 
ВЫВОДЫ 
Полученные результаты стоит дополнить лишь 
качественными замечаниями. 
• Из формул следуют все физические особен-
ности, присущие ранее рассмотренным конструкциям 
индукционных индукторных систем и обеспечиваю-
щие их работоспособность [2, 3].  
• Вычисление импульса силы притяжения по-
казывает кумулятивный характер деформаций в пери-
од действия импульса, так как  
( ) ϕϕ= ∫
∞
dyPS attrattr ,
0
 ~ 
( ) ϕ
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⎟
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⎞
⎜
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2
>0. 
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